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Zusammenfassung: In diesem Artikel wird ein Klas-
senraum-Experiment zu Aufbewahrungsboxen mit
100 Biiroklammern vorgestellt. Die Schiiler miissen
dabei selbst aktiv werden und verschiedene thema-
tische Aspekte der Beurteilenden Statistik anwen-
den: Hypothesentesten, Vertrauensintervalle und
Toleranzintervalle.

1 Einleitung

Experimente sind fester Bestandteil der Bildung und
Erziehung in den Naturwissenschaften. Im Gegen-
satz dazu sind Experimente im Statistikunterricht
nicht standardméBig vorgeschrieben und liegen somit
im Ermessen der Lehrperson. Die Argumente fiir die
Einbindung von Zufallsexperimenten in den Statis-
tikunterricht sind naheliegend: Eigene Erfahrungen
der Schiiler mit realen Daten und in realen Kontexten
ergidnzen sinnvoll Lehrbuchaufgaben und kdnnen die
manchmal abstrakt wirkenden Konzepte verstidndli-
cher und fesselnder machen. Zu diesem Zweck be-
schreiben Pfaff und Weinberg (2009) Zufallsexperi-
mente mit Gegenstinden wie Karten und Wiirfeln,
um das Gesetz der groflen Zahlen bzw. das Konzept
von Stichprobenverteilungen zu illustrieren, und
Beutel mit Bingo-Chips in verschiedenen Farben, um
Hypothesentests und Vertrauensintervalle fiir Anteile
zu veranschaulichen. M&M-Schokolinsentiiten sind
auch ein beliebtes Objekt fiir das Testen von Anteilen
(Johnson 1993; Fricker 1996; Retseck 2013; Wicklin
2017) sowie fiir weitere statistische Untersuchungen
(Froelich und Stephenson 2012). Zufallsexperimente
mit Schokoladen-Chips wurden entworfen, um das
Konzept der Qualititskontrolle (Baker 2014) und das
Konzept von Mittelwertsunterschieden (Magel 1998)
anschaulich zu vermitteln.

Wir stellen in diesem Artikel ein Zufallsexperiment
vor, dass sich um das Etikett auf einem verpackten
Produkt dreht, d. h. den Anspruch eines Herstellers
an sein Produkt widerspiegelt. Als Verbraucher kau-
fen wir stindig abgepackte Produkte, wie z. B. 250
Zahnstocher, 100 Biiroklammern, 80 Trocknertii-

cher, 16 Unzen Fleichbrit, 3 Pfund Kartoffeln. Der
Anspruch des Herstellers ist durch das Zahl- (oder
Gewichts-) Etikett auf der Verpackung deutlich aus-
gewiesen und ist ein wesentlicher Faktor bei unserer
Kaufentscheidung (wenn wir uns entscheiden, die 80
Packungen Trocknertiicher statt der 105 Packungen
zu kaufen). Dennoch wiegen wir selten die Tiiten
mit Kartoffeln oder Apfeln oder zihlen die tatsich-
liche Anzahl der Biiroklammern (oder Zahnstocher
oder Trocknertiicher). Was wére, wenn man einmal
die tatsdchliche Anzahl der Biiroklammern in einer
Stichprobe von Aufbewahrungsboxen zihlen wiirde?
Enthalten die Boxen die Anzahl der auf dem Etikett
angegebenen Biiroklammern? Wiren wir iiber die
Ergebnisse erstaunt? Was konnte man anhand der
Stichprobe iiber die durchschnittliche Anzahl von
Biiroklammern in einer Box ableiten? Kurz: Wie vie-
le Biiroklammern kann ein Verbraucher in einer Box
tatséchlich erwarten? Das vorgeschlagene Zufallsex-
periment enthélt zwei Aspekte nach Pfaff und Wein-
berg (2009): (1) Es ist von einer ,,natlirlichen* Frage
motiviert und die Schiiler sammeln und interpretieren
die Daten, und (2) es bezieht sich auf einen Kontext,
den die Studierenden als Verbraucher kennen und sie
koénnen dazu konkrete Fragen formulieren, wie z. B.
die folgenden:

*  Wie genau ist das Zdhlkennzeichen? Wird der
Anspruch des Herstellers nach der statistischen
Fachterminologie durch die Daten gestiitzt?

* Was kann man laut Stichprobenergebnis iiber
die durchschnittliche Anzahl der Biiroklammern
pro Aufbewahrungsbox schlielen?

*  Wie viele Artikel kann ein Verbraucher in seiner
Box erwarten?

Die erste Frage ist mit einem Hypothesentest zu
beantworten, und die zweite Frage wird durch die
Konstruktion eines Vertrauensintervalls beantwortet.
Diese beiden Themen werden in der Regel in Ein-
filhrungskursen zur Statistik diskutiert. Die dritte
Frage erfordert den Aufbau eines Toleranzintervalls
(Gitlow und Awad 2013), ein Thema, das dazu bei-
tragen kann, besser zu verstehen, was Vertrauensin-
tervalle sind und was nicht. Denn dieses Experiment
bietet einen natiirlichen Kontext, um Toleranzin-
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tervalle einzufithren und mit Vertrauensintervallen
zu vergleichen. Im weiteren werden nun das Expe-
riment mit zwei verschiedenen Marken von Biiro-
klammern beschrieben und entsprechende Analysen
présentiert.

2 Sammeln von Daten

Fiir das Experiment erhilt jeder Schiiler eine Box mit
100 Biiroklammern. Laut Beschriftung des Etiketts
zahlt jeder Schiiler die Anzahl der Gegenstinde in
seiner Box. Empfehlenswert ist die Sortierung nach
Ser oder 10er Gruppen, um das Zahlen zu erleichtern.
Jeder Schiiler gibt anschlieBend das Ergebnis seiner
Zidhlung in eine Datei ein, die idealerweise (in Echt-
zeit) auf eine Projektionsfldche projiziert wird.

Die Reaktionen der Schiiler, die den Datensatz mit
dem Ergebnis ihrer Zahlung fiillen, geben einen in-
teressanten Einblick in ihre Erwartungen. ,,Ich fiihle
mich betrogen!®, ist eine gingige Bemerkung von
denen, die weniger als die 100, wie auf dem Etikett
angegeben, finden. Diejenigen, die mehr als 100 ha-
ben, sagen, sie haben ,,Gliick gehabt“. Offenbar inter-
essieren sich die Schiiler fiir die durch das Zufallsex-
periment wahrgenommende Diskrepanz zwischen
dem Etikettaufdruck und der tatsdchlichen Anzahl
der Biiroklammen in ihrer Box.

Die Daten werden in einer geeigneten Form gesam-
melt, welche die Schiiler anschlieBend analysieren
konnen, z. B. in einer Excel-Datei. Die Datensitze,
die in zwei Durchgéngen des Zufallsexperiments ge-
sammelt wurden, finden sich in Abbildung 1.

Die durchschnittliche Anzahl der Biiroklammern
in den 20 Staples®-Boxen betrdgt 102,05 mit einer
Standardabweichung von 2,48. Der Durchschnitt fiir
die Stichprobe von 22 Office Depot®-Boxen liegt bei
100,5 bei einer Standardabweichung von 2,32.

3 Analyse der Daten

Obwohl die Anzahl der Biiroklammern, die pro
Schachtel verpackt werden, diskret ist, ist es viel-
leicht nicht unverniinftig, ndherungsweise eine
Normalverteilung zu verwenden. Eine explorative
Analyse legt nahe, dass die Probendaten zwar nicht
perfekt symmetrisch in Glockenform sind, aber auch
nicht signifikant verzerrt (Abb. 2). In den folgenden
Schritten suchen die Schiiler Antworten auf die drei
gestellten Fragen.

Frage 1: Wie genau ist der Etikettaufdruck ,,100 Bii-
roklammern*?

Die Schiiler werden erkennen, dass die Beantwor-
tung dieser Frage einen Hypothesentest erfordert.
Fiir einen Test ist zunéchst zu iiberlegen, was fiir den
vorliegenden Sachverhalt als Nullhypothese und was
als Alternativhypothese festgelegt werden soll. Es
ist durchaus denkbar, dass ein Verbraucher erwartet,
dass jede Box genau 100 Biiroklammern enthélt. Ob-
wohl Biiroklammern kein teures Produkt sind, wiirde
ein reines Profitmotiv des Herstellers darauf hindeu-
ten, dass dieser aus betriebswirtschaftlicher Sicht die
Boxen eher nicht gezielt tiberfiillt. Die Wirtschafts-
ethik hingegen fordert, dass Boxen auch nicht gezielt
unterfiillt werden. Aus Sicht der Qualititskontrolle
ist daher zu erwarten, dass die Fiillmaschine so ka-

Data Set 1: Staples®

Data Set 2: Office Depot®

100 105 100 101 101 96 101 100 101
102 98 100 101 97 103 100 106 101
101 102 107 100 101 102 97 101
105 102 101 105 100 98 104 102
106 102 99 104 99 102 101 99
Abb. 1: Anzahl von Biroklammern pro Box
Dot Plot - Staples® Dot Plot - Office Depot®
98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106

Pearson's coefficient of skewness = 0.67

Abb. 2: Explorative Analyse

Pearson's coefficient of skewness = -0.59
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libriert ist, dass sie eine Box mit (genau) 100 Biiro-
klammern nach der angegebenen Zahlung fiillt.

Angesichts der oben genannten Argumente erscheint
ein zweiseitiger Test am besten geeignet. Die Nullhy-
pothese und die Alternativhypothese(n) sind dement-
sprechend wie folgt angegeben:

« H,: =100
« H;:u# 100

Ein Hypothesentest fiir einen Mittelwert basiert auf
der Auswertung der Stichprobenverteilung der Stich-
probenmittelwerte einer Stichprobe, die unter Bezug
auf den Zentralen Grenzwertsatz etwa glockenférmig
ist. Unter Beriicksichtigung der unbekannten Stan-
dardabweichung und des geringen Stichprobenum-
fangs wird ein #-Test durchgefiihrt. Abbildung 3 stellt
die Ergebnisse vor.

Staples® Office Depot®
Test statistic = 3.70 Test statistic = 1.10
p-value = 0.0015 p-value = 0.284

Decision: Reject Hg Decision: Do not reject Hg

Abb. 3: Ergebnisse des Hypothesentests

Die p-Werte deuten darauf hin, dass es keine Hinwei-
se darauf gibt, dass sich das Office Depot®-Mittel
von 100 unterscheidet. Andererseits liefern die Daten
fiir Staples® eine starke Evidenz dafiir, dass der Mit-
telwert nicht 100 ist.

Story 1: Im Ergebnis des Hypothesentests ldsst sich
ableiten, dass die Staples®-Boxen im Durchschnitt
keine 100 Clips enthalten. Dass die Office De-
pot®-Boxen durchschnittlich 100 Clips enthalten,
kann nicht ausgeschlossen werden.

An dieser Stelle des Experiments verstehen die Schii-
ler, dass sich das Etikett aus der Perspektive der Qua-
litatskontrolle auf eine durchschnittliche und nicht
auf eine individuelle Zéhlung bezieht. Als Verbrau-
cher diirfen sie mit den Testergebnissen fiir Office
Depot® nicht unzufrieden sein. Mit dem Ergebnis
von Staples® werden sie sicher sehr zufrieden sein.

Dartiber hinaus werden sie den Grund dafiir erken-
nen, dass der Hersteller es nicht so sehr ernst mit der
Genauigkeit nimmt, denn Biiroklammern sind ein re-
lativ preiswertes Produkt. Dennoch wére ein Hinweis
darauf, wie viele Biiroklammern im Durchschnitt in
einer Box sind, hilfreich. Das wirft die ndchste Frage
auf.

Frage 2: Was lésst sich anhand der Stichprobe {iber
die durchschnittliche Anzahl von Biiroklammern, die
pro Box verpackt sind, ableiten?

Die Schiiler werden erkennen, dass ein Vertrauens-
intervall konstruiert werden muss, um eine Schluss-
folgerung iiber den wahren Mittelwert zu ziehen,
d. h. um abzuschitzen, wie viele Biiroklammern im
Durchschnitt pro Box abgefiillt werden. Mit Hilfe ei-
ner #-Verteilung werden die Schiiler das Vertrauens-
intervall mittels X =1¢,, - s/ v/n konstruieren.

Das 95 %-Vertrauensintervall fiir den Staples®-Da-
tensatz liegt im Durchschnitt bei 100,89 bis 103,21
oder etwa 101 bis 103 Biiroklammern. Das 95 %-Ver-
trauensintervall fiir Office Depot® betrdgt 99,5 bis
101,6 oder etwa 100 bis 102.

Story 2: Die Staples®-Probe diirfte nicht aus einer
Charge mit echtem Mittelwert von 100 stammen.
Aufgrund der Stichprobe lésst sich ableiten, dass die
durchschnittliche Anzahl der pro Box gefiillten Bii-
roklammern zwischen 101 und 103 liegt. Der Etikett-
aufdruck von 100 liegt auBlerhalb des Vertrauensin-
tervalls, was durch den vorher durchgefiihrten Hypo-
thesentest bestétigt wird. Die durchschnittliche An-
zahl der Biiroklammern in den Office Depot®-Boxen
liegt zwischen 100 und 102. In Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen des Hypothesentests enthilt dieses
Vertrauensintervall die etikettierte Zahl von 100.

Obwohl die Staples®-Boxen im Schnitt iiberfiillt
sind, variiert die tatsdchliche Anzahl der Biiroklam-
mern zwischen 98 und 107. Auch wenn die Office
Depot®-Boxen im Durchschnitt 100 Biiroklammern
enthielten, enthielten die einzelnen Boxen zwischen
96 und 106. Das wirft die letzte Frage auf:

Frage 3: Wie viele Biiroklammern kann ein Verbrau-
cher in seiner Box erwarten?

Die Anzahl der Biiroklammern die ein einzelner
Verbraucher in seiner Box erwarten kann, kann vom
Durchschnitt abweichen. Wie Vardeman (1992) an-
merkt, ,,... viele praktische Probleme werden eher in
Bezug auf einzelne Messungen anstatt als Parameter
von Verteilungen formuliert.“ Um die dritte Frage zu
beantworten, miissen die Schiiler Toleranzintervalle
konstruieren.

Ein zweiseitiges Toleranzintervall [L,U] hat eine
Wahrscheinlichkeit 3, dass mindestens der Anteil 7y
der Population innerhalb [L,U] liegt, wobei L und U
die Unter- und Obergrenzen des Toleranzintervalls
sind (Wald und Wolfowitz 1946; Gitlow und Awad
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2013). Vereinfacht gesagt definiert ein Toleranzinter-
vall Grenzen, innerhalb derer ein bestimmter Anteil
der Population erwartet wird. Im Gegensatz dazu de-
finiert ein Vertrauensintervall Grenzen, innerhalb de-
rer der Populationsmittelwert erwartet wird. Der Wert
B ist das Vertrauensniveau, das die Schiiler kennen.
Sie miissen sich nun fiir den Anteil ¥ der Population
entscheiden, den sie durch ihr Toleranzintervall ab-
decken mdochten.

Falls Toleranzintervalle nicht Gegenstand des Unter-
richts sind, benétigen die Schiiler ein Grundverstand-
nis fiir den Aufbau von Toleranzintervallen. Unter
der Annahme, dass die zugrundeliegende Variable ei-
ner Normalverteilung folgt, ist das Toleranzintervall
ein Schétzintervall des wahren Intervalls i + z,, - O
, das den (1-a)-Anteil der tatsdchlichen Werte ent-
hilt. Bei der Konstruktion des Intervalls werden x4
und o durch den Stichprobenmittelwert X und die
Stichprobenstandardabweichung s ersetzt, ohne die
Variabilitdt von X und s zu beriicksichtigen. Statt-
dessen wird ein Toleranzfaktor £ definiert und das
Toleranzintervall als X =+ k - s konstruiert.

Tabellen von Toleranzfaktoren k& kdnnen online ge-
funden werden, aber Schiiler benutzen lieber ein
Applet (http://statpages.info/tolintvl.html). Die er-
forderlichen Eingaben sind der Stichprobenumfang,
der Stichprobenmittelwert und die Standardabwei-
chung sowie die gewéhlten Werte von 3 und Y. Das
gleiche Vertrauensniveau von 95 %, das fiir das Ver-
trauensintervall verwendet wurde, kann auch hier fiir
B verwendet werden. Nehmen wir an, die Schiiler
wihlen einen Wert von 90 % fiir den Anteil Y. Bei
den Staples®-Daten betrigt damit das Toleranzin-
tervall 96,32 bis 107,78. Die Schiiler werden daraus
schlielen, dass ein 95 %-Toleranzintervall fiir 90 %
der Boxen 96 bis 108 Biiroklammern betrigt. Auf
Basis der Office Depot®-Daten werden sie ebenfalls
daraus schlief3en, dass ein 95 %-Toleranzintervall fir
90 % der Boxen 95 bis 106 Biiroklammern betragt
(Toleranzintervall 95,25 bis 105,75).

Story 3: Wir hatten zuvor festgestellt, dass die Office
Depot®-Boxen im Durchschnitt 100 Biiroklammern
enthalten. Auf der Grundlage zusétzlicher Informa-
tionen aus dem Toleranzintervall kdnnen wir nun
sagen, dass wir zu 95 % davon iiberzeugt sind, dass
90 % der Boxen zwischen 95 und 106 Biiroklammern
enthalten. Unsere Daten hatten zuvor darauf hindeu-
tet, dass die Staples®-Boxen iiberfiillt sind und im
Schnitt zwischen 101 und 103 Biiroklammern pro
Box enthalten. Auerdem kdnnen wir jetzt auch sa-

gen, dass ein Verbraucher, der nur 96 Biiroklammern
in seiner Box findet, sich ,,betrogen‘ fithlen konnte.
Auf der anderen Seite konnte ein Verbraucher auch
,,Gluck® haben und 108 Biiroklammen statt der 100
finden, die auf der Grundlage des Etiketts zu erwar-
ten wiren. Die Geschichten 2 und 3 unterstreichen,
warum ,,Schiiler in Einfithrungskursen zur Statistik
sowohl (Intervalle zu) Vertrauen als auch Toleranz
brauchen* (Gitlow und Awad 2013).

Ein Vertrauensintervall schitzt, wie sehr der Mittel-
wert streut, wihrend ein Toleranzintervall eine Schét-
zung dafiir ist, wie sehr die tatsdchliche Anzahl vari-
iert. Toleranzintervalle sind daher in der Regel breiter
als Vertrauensintervalle, wie Abbildung 4 zeigt.

96.32 107.78
. ® Staples

100.89 103.21

95.25 o o 105.75

99.5 101.6
Office Depot

94 96 98 100 102 104 106 108 110

Abb. 4: 95 %Vertrauensintervall und 95 %Toleranz-
intervall fir 90 % der Boxen fiir beide Hersteller

Nach diesem Experiment wollen Schiiler in der Re-
gel wissen, wie die Boxen mit Bliroklammern gefiillt
werden. Fiir die statistische Prozesssteuerung in Fer-
tigungsprozessen werden Kontrolldiagramme ver-
wendet, die auf kontinuierlichen Variablen basieren
(Heizer und Render 2012). Das bedeutet, dass die Bo-
xen nach Gewicht gefiillt werden. Der aktuelle Stand
der Fertigungstechnik legt hingegen nahe, dass eine
Fiillmaschine Biiroklammern auch mit hoher Genau-
igkeit zdhlen kann. Unsere Anfrage bei den Herstel-
lern dazu deutet darauf hin, dass einige nach Gewicht
fillen, wiahrend andere dies nach Zédhlen tun.

4 Schlussfolgerung

Statistik ist ein leistungsfahiges Werkzeug, um die
Daten um uns herum sinnvoll zu verstehen. Expe-
rimente im Unterricht durchzufiihren, ist eine gute
Moglichkeit fiir Schiiler zu sehen, wie Statistik in der
realen Welt angewendet wird.

In diesem Artikel habe ich ein einfaches, aber ,,au-
thentisches” Experiment vorgeschlagen, das die
Anwendung mehrerer Konzepte der beurteilenden
Statistik veranschaulicht. Ausgehend von einer ,,na-
tiirlichen” und ,,offensichtlichen” Frage nimmt das
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Experiment die Schiiler mit auf eine Reise, auf der
sie verschiedene Geschichten von einem Hersteller-
etikett aus aufzeichnen, die vom Standpunkt eines
Verbrauchers her bedeutsam sind.

Ich habe sehr positive Erfahrungen damit gemacht,
dieses Experiment in meiner Klasse durchzufiihren.
Auf die Bitte, tiber ihre Erfahrungen nachzudenken,
dufBerte ein Schiiler: ,,Durch die Behandlung dieses
Hypothesentests, ... bin ich, glaube ich, ein bewuss-
ter Konsument geworden.” Ein anderer sagte: ,,Aus
diesem Experiment habe ich gelernt, dass Statistik
niitzlich ist und auf viele Dinge im Alltag angewen-
det werden kann, die mir nicht bewusst waren. Vor
diesem Experiment glaubte ich einfach an die An-
zahl, die auf den Boxen angegeben wurde.*

Ein weiteres Produkt, das nach Anzahl verpackt ist
und sich gut fiir diese Aktivitit eignet, sind Boxen
mit Zahnstochern. Produkte, die nach Gewicht ver-
packt sind, die alternativ verwendet werden konnten,
sind Snack-Packs mit Chips, Popcorn oder Niissen
und individuell verpackte Riegel mit Schokolade,
Trail-Mix oder Granola.

Als Verbraucher werden die Schiiler im Laufe ihres
Lebens viele verschieden verpackte Produkte kaufen.
Dieses Experiment wird nicht dazu fiihren, dass sie
abgepackte Kartoffeln, Zwiebeln oder Apfel wiegen,
nur um die giinstigste Packung fiir ihr Geld aufzu-
spiiren. Sie werden sicherlich keine Boxen mit Biiro-
klammern, Trocknertiichern oder Zahnstochern 6ff-
nen, um zu {iberpriifen, ob diese wirklich die angege-
bene Anzahl von Gegenstinden enthélt, bevor sie da-
fiir bezahlen. Vielleicht werden sie sich aber fragen,
ob ihre Box wirklich die Anzahl der auf dem Etikett
angegebenen Artikel enthélt und sie sollten wissen,
dass dies durchaus moglich ist. Dieses Experiment
sollte sie gelehrt haben, dass es vom Zufall abhéingt,
ob man ,,Gliick* hat oder sich ,,betrogen* fiihlt.
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